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1. INTEGRAL DE POISSON [3]
Una funcióndedosvariablesrealesu(x,y) sellama«armónica»si satisface
la ecuacióndeLaplace:
V\1 = é)2 u +éP u =O
Bx2 By2
En el presentearticuloseva a tratarde funcionesarmónicasen el círculo
unitarioU concentroeno:
U ={(x,y)/x2+y2<1},
luegoesconvenientemplearlas coordenadaspolares(r, el en lugardelas
coordenadascartesianas(x,y), asíque
U ={(r, e)l0 ~ r <1}
U ={(r, e)/O ~ r ~ 1}
(elcírculoabierto),
(elcírculocerrado).
Si u(r,e) esarmónicaenel círculocerradoU, entonceseobtiene,como
una aplicaciónde la fórmulaintegralde Cauchy"la conocidafórmulainte-
graldePoisson:
• Profesor Titular, Universidad Nacionalde Colombia,Bogotá.
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donde
u(r,e) = J n Pr(t - O). u(l, t) dt ,-n (1)
Pr(t) =Pr(-t) =__1_
2T1
1-r2
1 . 2r . cost + r2
(elnúcleodePoisson)·
Dadaunafunción f(t) integrable n [- TI, TI], la «transformadade Poisson
def" es:
P[f] (r,O)= F(r,e) = J~r(t-m . f(t)dt
-n
Sabemosque P[f] =F(r, O)es«armónicaenU" •
ProblemadeDirichletenU
(2)
Dada f(t) integrablen [-TI, TI], setratadeencQ..ntrarunafunción u(r,e)
quesatisfaga:
v:u =O en U (u(r,e) esarmónicaenU),
lim u(r,e) =f(e) (CondicióndeFrontera).r-l-
(3)
Si se suponequela función u(r, O) es armónicaen el circulocerrado U,
entoncesla fórmulaintegralde Poissonresuelveinmediatamenteel proble-
madeDirichletenel círculo,conla condicióndefrontera:
lim u(r,O)=u(l, e) .
r - 1-
(4)
Por estarazón,el problemade Dirichletno es trivial cuando u(r,e) no es
armónicasobrela circunferenciar = 1, siendoéstaarmónicasolamente
enel interiordelcírculo r < 1. Seconocenvariosmétodosparaabordaral
problemadeDirichletenel círculoU •
MétododeFourier[6]
Seresuelvela ecuacióndiferencialdeLaplaceporel métodode variablesse-
parables usandolas coordenadaspolares (r, 0); así seobtienela solución
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del problema(3)bajo la condiciónadicionalde que f(t) seade variación
acotadaen [-n,n]. La condicióndefrontera,enestecaso,tomarála siguien-
te forma:
1
lim u(r,e) ="2(f(e+)+ f(e-)) •
FunciónDeltadeDirac[8]
SeobservaqueelnúcleodePoissonsatisfacelas siguientespropiedades:
(i) Pr(t) ~ O paratodo tE[-n,n], paratodo r con O~ r <1 .
(ii)
(iii)
(iv) lim Pr(O) =+ 00
,-1-
si
paratodo r con O~ r <1 .
t *0.
IPorlo tanto,el núcleode Poissongenerala funcióndeltade Dirac cuando
ir- 1-, estoes,si f(t) escontinuaen ron, n] (y además,f(-n) =f(-n)); en-
~oncesetieneque
lim P[f] (r,e) = lim F(r, e) = f(e) . (5)
o seaquela transformadade Poisson P[f] satisfacela condicióndefronte-
ra delproblemadeDirichletdadaen(3).Comosabemosque P[f] es armó-
¡mcaenU, entoncesP[f] es la solucióndelproblemadeDirichletplanteado
'en (3) •
A continuación,presentamosun métodopococonocidopararesolverel pro-
blemadeDirichlet(3),bajola hipótesisdeque f seacontinua.
\
2. SUMA DE ABEL Y SUMA DE CESARO [2],[4]
Dadaunaserie
9
sea
00
~ an ,
n=O
(1)
(2)
la sumaparcialdelosprimerosn+1 términos;entoncesla suma total S de
la serie(1)esel límite:
S=limSn. (3)
Si no existeel límiteen (3)entoncesla serie(1)diverge. Aún en tal caso,
existenvariosmétodospara asignara la serie(1)un valor numéricoque
puedeinterpretarsecomola sumatotal.
SumadeCes8ro(Ces8roErnesto,1859-1906)
Considéresela media·aritméticade Sn:
0n= -.!. (So+ SI +...+ Sn-l);
n
si existeel límite
lim On= a,
(4)
entoncesdecimosquela serie(1)esccsumables gúnCesaro»,y sedenotapor:
~an =a
n=O
(segúnCesaro). (5)
Es bienconocidoquela sumabilidadsegúnCesaroes ccregulan>, estoes, la
convergenciadela serie(1)a S enel sentidocomúny corrienteimplicala
sumabilidadela serie(1)segúnCesaro,y que C1 = S •
SumadeAbel (AbelNielsHenrik,1802-1829)
A la serie(1)le asignamosunafunción A(x) de la variablereal x, dada
porla seriedepotencias
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Si existeel límite
A(x)= 2a •. x'
n=O
lim A(x)=A ,
x-l-
(-1 <x <1) . (6)
(7)
entoncesdecimosquela serie(1)essumablesegúnAbel,y el límite A se
llama«lasumadeAbeldela serie(1)>>,y sedenotapor
(segúnAbel). (8)
La sumabilidadsegúnAbel esregular,o seaquela convergenciadela serie
(1)a S (enel sentidocomúny corriente)implicala sumabilidadsegúnAbel
de la serie(1),y que S es iguala la sumade Abel; estehechoseconoce
como«elTeoremadeAbel».
IFrobeniusdemostróquela sumabilidadsegúnCesaroimplicala sumabilidad
¡segúnAbel: ....
TeoremadeFrobenius(FrobeniusGeorgFerdinand,1849-1917)
Si la serie(1)convergesegúnCesaro:
2a•=a
n=O
(segúnCesaro),
entoncesla serieconvergesegúnAbel,y setiene:
!Demostración:
""
2a•=a
n=O
(segúnAbel).
¡Primero,expresamosla funciónA(x)=
I
~n(4)).Tenemos:
I
I
2 a•. x' entérminosde a'. (dado
n=O
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00 00
A(x)= ~a" X" =(1. x). ~(ao +al +...+a"). X" =
n=O n=O
00
=(1 - x). ~ S" X" =
n=O
00
= (1 •x)]. ~ (n+1) 0"+1 • x" =
n=O
=(1- x)]. ~ n o". x" .x
Por otraparte,como
x ,
~ n x" =(1 •x)]n=l
tenemos:
00
(1. x)]. ~ no. x" =o x .
n=l
De (9) Y (10):
00
x(A(x)- o)=(1. x)]. ~ n (o"- o). x" .
n=l
(9)
(10)
(11)
Supongamosahoraquela serie(1)convergea o segúnCesaro,o sea,o" ..•o;
entoncesdado E> O cualquieraexiste No tal que
paratodo n >No.
Por lo tanto,
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00
< E: (1 - X)2. ~ n Xn < E: (1 - X)2 ~n Xn =E: X < E: •
n=N.+1 n=l
De (11) tenemos:
N 00
I x(A(x) - a) I ~ (1 - X)2 1 n~n(an - a) xn 1+(1 - X)2 lI~(an - a) xn 1<
<(1 - X)2 1 ~ n(an"a) xn 1+E: •
Pero, como
(12)
(1 "X)2 1n~ n(an" a) xn 1-+ O
cuando x -+ 1- ,
entoncesla desigualdad(12) nos garantizaque
lim x (A(x) - a) =O ,
x-1-
o sea
lim A(x) =a ,
1-1-
esto es, la serie(1) convergeal valor a segúnAbet.O
3. SUMA DE ABEL DE LA SERIE DE FOURIER
ea fIel una funciÓn 21t"peri6dica,continuaen [_1t, 1tj; entoncesla seriede
Fourier* generadapor f(e) es [1]
~.a.,+ n~ {an • cos ne +bn • senne },
onde
• Fourier Joseph (1758-1830).
(1)
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_ 1f f(t)cosnt dt ,a"-n _n I (2)I 11 b"=; !f(t) sennt dt.
Es bienconocidoquela seriede Fourierno siempreconvergea f(e) enel
sentidocomúny corriente*(DuBoisReymonddioun ejemplode divergen-
ciadela seriedeFourieren1873),per~siempreconvergea f(e) segúnCesara
(Teoremade Féjer** , Math. Ann. Vol 58,1904,p. 51).Comola sumabili-
daddeCesaroimplicala sumabilidadeAbel,entonéesla seriedeFourier(1)
debeconvergera f(e) segúnAbel.Esto es:
A(r) =~ao+ n~ {a". cosne+b". senne }. r" r-1- l
f(e). (3)
Reemplazandoen(3)losvaloresde a" y b" dadosen(2),tenemosque
.•..
11
A(r) =; f f(t)-11
Perocomo
{++~r". cosn(t- e) }dt.
++ ~r". cosn(t-6)= Real {: + ~(r. e/(,-el)"}=
=-1. l-r2
2 1 - 2r . cos(t - 6)+r2
entonces
A(r) = f P,(t - 6). f(t)dt = P[f] = F(r, 6).
-n
(4)
• Según el teoremade Jordan IJordan Camille, 1838-1922),si f(9) es de variaciónacotadaentoncesla serie de Fourier
convergea -;-(fI9')+ f(a-~.
•• Féjer Leopold, 1880-1959.
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Por lo tanto,el límiteen(3)puedeescribirsecomosigue:
P[f] (r,O) =F(r, O)----+ f(O) cuando r----1-,
estoes,la transformadadePoisson P[f] satisfacela condicióndefrontera
delproblema·deDirichlet•
NOTA: En los problemasde Física lo másimportanteno es la convergen-
cia comúny corrientedela seriedeFourier,sinola convergenciadel límite
en(3)(osea,la sumabilidadela seriedeFouriersegúnAbel);estehechoya
fuemencionadoporStokesmediosigloantesdeldescubrimientodelteorema
deFéjer*
4. TRANSFORMADA DE POISSON DE LA MEDIDA [3]
En los parágrafos anteriores,hemossupuestosiemprela «continuidad••de
f(O)en [-n, n]. Sin embargo,el problemadeDirichletenel círculoabiertoU
puedetratarsede la mismamanerasin suponerla continuidadde f(O). Se
conocel siguienteteoremaquegarantizala solucióndelproblemadeDirichlet:
Teorema:Sea f(O)ELl (-n, n), entonces:P[f] (r, O)= F(r, O) es armónica
en U, y
lim F(r, O) =f(O) paracasi todo O en [-n, n]D
r - 1-
Surgela siguientepregunta:¿Cualquierfunciónarmónicaen U seobtiene
pormediodela transformadadePoissondealgunafunciónintegrablef(O)?
La respuestaesnegativa. Por ejemplo:
1-r2
1-2r . cosO +r2
esarmónicaen U (oen O~ r < 1). Sinembargo,como
P.(O)-----·
{O si
+00 si
OfO,
O =O,
entonceséstano es una solucióndelproblemade Dirichlet,puestoqueno
existe f(t)E Ll tal que P.(O) =P[f] •
• StokeB.Math.and PhYB. Papers,Vol.l, pp. 236·237,1847.
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F. Rieszy G. Herglotzextendieronel conceptodela transformadadePoisson
dela «función»al dela transformadadePoissondela «medida».
Dadaunacarga(omedidageneralizada)finitadeBorel ¡.tsobre [_ n,n],se
definela transformadadePoissonde ¡.t,P[d¡.t],por
P[d¡.t](r,O)= J Pr(t • e) d ¡.t(t)= -.l J 1 - r2 d ¡.t(t). (1)2n 1-2rcos(t - O)+r2
[-n,n] [-n,n]
Podemosdemostrarinmediatamentequela función u(r, e) = P[d¡.t]satis-
facela siguientedesigualdad:
J lu(r,0)1de~ J { Jnpr(t - e) de }dl¡.tl(t)= J dl¡.tl(t)= Il¡.tll, (2)
[-n,n] [-n,n] -n
donde Il¡.tlles la variacióntotalde la carga(omedidageneralizada)¡.t en
[- n, n]. De (2)setieneque
Sup f lu (r,e)1de<+00 •
o ••r <1 [-n, n]
(3)
Rieszy Herglotzdemostraron(1911) el siguienteteorema,comounaaplica-
cióndelconocidoteoremaderepresentacióndeRiesz:
Teorema:Sea u(r,O)una funciónarmónicaen U. Entonces u(r, O) es la
transformadade Poissonde algunacarga(o medidageneralizada)finita de
Borelsi y sólosi u(r,O)satisfacela condición(3)O
Comoun casoparticulardeesteteorema,setienequetodafunciónarmónica
positivaen U provienede la transformadade Poissonde algunamedida.
Por ejemplo,la función Pr(O) esarmónicapositivaen U, luegoexisteuna
medida¡.ttal que Pr(O) =P[d¡.t].En efecto,sea ¡.tla medidasobre [-n, n]
definidapor
"ISI = {:
entoncestenemosque
si
si
o el S,
o E S;
PrCe) =l J 1- r2 d ¡.t(t)=P[d¡.t]•2n 1-2r . cos(t - O)+r2
[-n, n]
16
Naturalmente,hay funcionesarmónicasen U queno satisfacenla condi-
ción(3).Por ejemplo:
u(r, e) =
esarmónicaen U, pero:
r sene
1- 2rcose + r2
n
J lu(r,e)1de=2 . log l..±..!:..1- r -----.+00 (r -+ 1-);
por el teoremaanterior,éstano es la transformadade Poisson de alguna
carga(omedidageneralizada).De estamanera,el teoremadeRieszy Herglotz
es el paraderofinal de los problemasacercade funcionesarmónicasen U
dentrodelosestudiosdel"AnálisisReal»•
5. APLICACION DEL ANALISIS NO-ESTANDAR [5]
El sistema m* de los númerosrealesno-estándares una ampliacióndel
sistemanuméricoreal m,enel cualsepuedenmañejarlos númerosinfini-
tesimalese infinitoscomo"auténticos»números;Usandolos númerosno-
estándarcomobaseparael cálculo,se puedeesclarecerdefinitivamentela
relaciónentrefuncionesarmónicasen U y la transformadade Poisson,
llevándonosal finalverdaderodelproblema cercadefuncionesarmónicas.
Teorema:Sea u(r,e) unafunciónarmónicaenel círculoabiertoU. Entonces
existeunafunciónno-estándarh(T)en [-n,n]* tal que
n
u(r,e) :::::P[h]= 1.. J 1-r2 h(T)dT,2n 1-2r cos(T- e) +r2
- n
(1)
dondeT es la variableno-estándardeintegraciónenel intervalono-estándar
[-n, n]* ={T E m*/- n ~ T ~ n }; ,,:::::»selee:«Infinitamentepróximo Q,). lo
cualsignificaquela diferenciau(r,e) - P[h] esunnúmeroinfinitesimal.
(No esnecesarioqueloslectorestenganun conocimientopreviodel"Análisis
no-estándar»parapodercaptarla ideadela demostracióndelteorema;basta
manejarlos númerosno-estándar-reales,infinitesimalese infinitos- comosi
fueranlos númerosrealesacostumbradosen el cálculocomún,ya que se
cumplenlas mismas fórmulas de integracióny de derivaciónparael caso
delcálculoconlosnúmerosno-estandar[7]).
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Demostracióndel Teorema:
Dado s con O~ s <1, existe R tal que s <R <1.La función u(s,8)
es armónicaen el «circulocerrado))deradio R concentroen O; entonces
podemosaplicarla fórmulaintegraldePoissonenestecirculo,y seobtiene:
u(s,9)=1.. f R2. S2 . u(R,t) dt =2n R2- 2Rs . cos(t - 9)+S2
-n
=_1_ Jn 1· (s/R)2 • u(r, t) dt.s 2
2n -n 1- 2(Iii cos(t - e) +(B)
Tomando r =~ seobtiene:
R
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1
(2)
La igualdad(3)es válidapara r y R realescon r < 1, R < 1, luegoes
tambiénválidaparael casoen que r y R sean númerosno-estándarcon
r <1,R <1 .
Si R =1 - E, con E un númeroinfinitesimalpositivo(estoes, R esun
númerono-estándarinfinitamentepróximoa 1 y menorque 1), entonces
u(rR,e) = J"Pr (t - e) . u (R, t) dt .
-"
(3)
r R =r (1- E) ::::: r .
Como u(r,e) esarmónicaen U, entoncesu(r,e) escontinuaen U, por
lo tantosetieneque
u(rR,e) :::::u(r,e)
De (3) Y (4):
(para r real, r <1). (4)
u(r,e)::::: J"Pr (T- e) . u(1- E, T)dT. (5)
Por lo tanto, h(T)=u(l - E, T) es la funciónno-estándarquesatisfacela
fórmula(1)enel teorema.O
Ejemplo:Consideramosla funciónarmónica u(r, e) del ejemploanterior:
u(r,e) = r sene
1- 2r cose +r2
Paraun E infinitesimalpositivo,tenemos:
hIT)=u(1- E, T)=
=
(1- E) senT
2(1- E)(l - COST)+E2
senT
2
2(1- cosT)+_E_l -E
=
senT
2(1- COST)+Ea
donde Ea =~ esunnúmeroinfinitesimalpositivo.Por lo tanto:
1- E
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r sene ::::P[h]=~ f 1- r22rr
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